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Ramanujan og frumtolurnar!

Ragnar Sigurdsson

Nafn indverska steerdfraedingsins Ramanujans er sveipad miklum efintyraljoma, 1
s6gu steerdfraedinnar. Verk hans eru mjog sérkennileg og er engu likara en ad pau
séu af 60rum heimi. Hann faeddist 4rid 1887 1 beenum Erode 4 Sudur-Indlandi og
lést &rid 1920 adeins 32 4ra ad aldri. Afburdaheefileikar hans i steerdfraedi komu
fram begar i barnzesku, en hann hlaut takmarkada formlega menntun, pvi hann
vanreekti allar ndmsgreinar nema stzerdfreedi { menntaskola, lauk aldrei profi og
komst bar af leidandi aldrei { haskoéla. Arid 1903 var Ramanujan byrjadur ad
stunda sjélfsteedar rannsoknir i steerdfraedi og hann skradi hja sér nidurstédur
sinar { minnisbaekur, sem sidar attu eftir ad verda prjar talsins. I minnisbékunum
er engar sannanir a6 finna og enn er margt 4 huldu um bad hvernig nidurst6durn-
ar eru fengnar. A drunum 1903-1910 starfadi Ramanujan algerri einangrun, en’
eftir ad hann kveentist arid 1909 vard bad knyjandi fyrir hann ad afla sér tekna.
b4 fér hann ad kynna verk sin fyrir sterdfreedingum & Sudur-Indlandi { peirri
von a0 geta aflad sér styrkja til bess ad geta séd fyrir sér og konu sinni og til
bess ad geta stundad rannséknir sinar dfram. Hann komst { kynni vid &hrifa-
mikla menn &rid 1910 og ari sidar birtist fyrsta grein hans i timariti indverska
steerdfraedifélagsins.

Ba0i Indverjar og Englendingar, sem kynntust Ramanujan, hvdttu hann il
bess ad koma verkum sinum & framfzeri { Englandi. Pad tékst honum snemma
ars 1913, begar hann komst 1 bréfasamband vid enska steerdfraedinginn Godfrey
Harold Hardy. I nokkrum bréfum sem hann sendi Hardy sagdi hann deili 4
sjalfum sér og verkum sinum og er par ad finna mjdg merkilega tilgatu um
dreifingu frumtalnanna medal natturlegra talna. Um sidir reyndist pessi tilgata
réng, en pad er engu ad sidur dhugavert ad ryna i hana, bvi han varpar ljési 4
bennan einstzeda persénuleika 1 ségu steerdfraedinnar.

I pessari grein er r'eynt a0 varpa ljési & tilgatu Ramanujans um dreifingu
frumtalnanna og setja hana i samhengi vid bekkingu steerdfraedinga 1 Evrépu
um bessi efni.

1Pessi grein byggir 4 fyrirlestri sem haldinn var & fundi i Islenska steerdfreedafélaginu
12. oktober 1995. Hofundur ba,kkar Joni Ragnari Stefanssyni fyrir margar goédar abendingar.
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Frumtolur

Nattirleg tala steerri en 1, sem er einungis deilanleg med 1 og sjlfri sér, nefnist
frumtala. Fyrstu frumtélurnar eru

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43,
47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, ... .

Oldum saman hafa menn reynt ad gera sér mynd af dreifingu frumtalnanna
medal nattarlegra talna, en hin er mjog 6regluleg. Ein leid til pess er ad tolusetja
frumtélurnar

p1:27 p2:37 p3:5a p4:77"-
og reyna ad meta hversu stor talan p, er midad vid n. Onnur leid er ad skilgreina
frumtalnafallid ™ med '

m(z) = f£joldi frumtalna < z,
og reyna ad meta 7(z) med einhverju falli af z. Athugid ad
m(z) =n < Pn <% < Prya-

Par med er heegt ad yfirfeera upplysingar sem vid getum fundid um frumtalna-
fallid 7 yfir 4 rununa p,.
Margir af helstu steerdfreedingum ségunnar hafa haft mikinn dhuga 4 frum-
_tolunum og spreytt sig 4 bvi ad rannsaka eiginleika beirra. M4 par nefna Euler
4 atjandu old, Gauss, Dirichlet, Tsébyséff og Riemann um midja nitjandu 6ld,
Hadamard og de la Vallée-Poussin um og eftir sidustu aldamét, Hardy og Litt- .
lewood & fyrri hluta tuttugustu aldar og ad lokum Erdos og Selberg, en sa
sidastnefndi er enn 4 lifi.

Allt voru betta Evrépumenn { fremstu rod staerdfraedinga, sem nadu hver
med sinum heetti langt { bvi ad auka skilning manna 4 frumtélunum. Indverjinn
Ramanujan kemur vid bessa sdgu med sérkennilegum haetti og til bess ad skilja
verk hans er naudsynlegt ad rekja helstu nidurstédur um dreifingu frumtalnanna.
ABur en bad er gert, burfum vid adeins ad huga ad ritheettinum, sem tidkast i
bessum fredum. Vid tdknum summur og margfeldi, sem tekin eru yfir allar

frumtdlur p < z med
> e ]I

p<=z p<z
og summur og margfeldi yfir allar frumtdlur tdknum vid med

> e ]I

p p
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Ef f og g eru f6ll 4 rauntalnamengi, sem er 6takmarkad ad ofan, b4 skrifum vid
f(@) ~ g(x) ef hlutfallslega skekkjan af f (z) midad vid g(z) stefnir 4 0 pegar =
stefnir 4 6endanlegt, b.e.

. fl=)
f(z) ~ g(z) & mlggo o 1.

Vio skrifum f(z) = O(g(z)) ef til er jakveedur fasti C' bannig ad | f(z)| < Clg(z)|
fyrir 6ll nogu stér = og f(z) = o(g(z)) ef f(z)/g(z) — 0 ef z — oo.

Evklio

I bokum Evklids er ad finna sénnun 4 undirstédusetningu reikningslistarinnar,
en hin segir ad haegt sé ad batta sérhverja nattirlega t6lu i margfeldi af veldum
af frumtélum og ad battunin sé 6tvirsett Akvordud burtsed fra 1o battanna.

Par er einnig ad finna elstu kunnu nidurstéduna um dreifingu frumtalnanna,
en bad er sbnnun 4 pvi ad frumtdlurnar séu 6endanlega margar. Han er einfold.
Gerum rad fyrir bvi ad frumtalnarunan taki enda 1 frumtélu nimer n og litum
sidan 4 téluna Q = p; -py - -+ p, + 1. Hiin er ba deilanleg med einhverri frumtdlu
pjogbvier talan Q —p; -py---p, =1 deilanleg med p;. Petta er métsdgn, sem
sannar a0 frumtalnarunan er éendanleg.

Euler

Hofudsnillingur atjandu aldarinnar 1 steerdfraedi og raunar afkastamesti steerd-
fraedingur ségunnar var Leonard Euler (1707-1783). Hann vard fyrstur til ad
varpa ljési & dreifingu frumtalnanna med bvi ad sanna ad

1
— ~loglogz
32~ ogio

p<z

og bar med
1
D) - =co
7 P

betta segir okkur til demis ad frumtélurnar liggi béttar i mengi nattirlegra

talna en ferningstélur, pvi
(o]

1
Zn—2<00.

n=1
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Onnur lykiluppgdtvun Eulers um frumtélur var formalan fyrir Euler-margfeldinu:
M-
1 - 1/ps “~n*’

en summan er greinilega samleitin ef s > 1. Peir sem eru 6vanir ritheettinum eiga
kannski erfitt med ad atta sig & pessari formiilu, en { rauninni er hin saraeinfold,
bvi vid getum lidad hvern batt i margfeldinu 1 kvétardo,

T
1 - 1/‘p; nj:(] p?js '

Pegar vid margfoldum saman endanlega margar af bessum 6endanlegu rédurn,
pba faum vio

m o0
M= 2 -
1-1/ps (p7* - py* - pmr)*

j=1 N1 3,N2 003N =0

Nu vitum vid ad sérhverja nattirlega t6lu n méa skrifa 4 ndkveemlega einn veg
sem n = pyt-py? - - - pm, svo ef vid latum m stefna 4 6endanlegt ba feest summan
af 1/n%, bar sem n hleypur um allar nattarlegar tolur.

Eitt af helstu hjalparteekjunum i frumtalnafreedinni er I'-fallid, en bad var
einmitt Euler sem fyrstur skilgreindi pad. Formilan

oo
n!:/ et dt, n=0,1,2,3,....
0
er alpekkt. Euler innleiddi n sem raunbreytu i bessu heildi. Ef hin er tdknud
med s, ba var bad vidtekid i Pyskalandi & fyrri hluta sidustu aldar ad tdkna pad

heildi med II(s). Pessi rithattur er raunar enn mikid notadur. Pad var hins vegar
franski steerdfreedingurinn Legendre sem innleiddi

(o]
I'(s) = / e t* 1t dt, Res >0,
0
sem er nanast alls rédandi 4 okkar dogum.

Legendre

Fyrsta prentada heimildin um tilraun til bess ad nalga frumtalnafallid med ein-
hverju einfsldu samfelldu falli kemur fram { bokinni Théorie des Nombres eftir
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franska steerdfraedinginn Adrien Marie Legendre (1752-1833), sem fyrst var gefin
it um aldamétin 1800. Par profadi hann sig 4fram med nalganir 4 frumtalna-
fallinu og komst ad bvi ad ein slik veeri

m(x) ~ -
~ logz — 1,08366’

bar sem log taknar natturlega logrann. Pessi nalgun var alkunn 1 steerdfraedi-
heiminum & fyrri hluta nitjandu aldar.

Gauss

I bréfi sem Carl Friedrich Gauss (1777-1855) skrifadi 4rid 1849 segir hann fra
bvi ad 4rid 1792 eda 1793 hafi hann kannad béttleika frumtalnanna i mengi
nattarlegra talna og komist ad pvi ad hann veeri ad medaltali 1/logz. Hann
sagOi jafnframt ad nylegar t6flur yfir frumtdlurnar stadfestu bessa athugun sina,
en um midja sidustu 6ld nadu t6flur yfir frumtélur upp ad 3.000.000 eda par um
bil. I bréfinu gerir hann enga tilraun til ad skyra nakveemlega hvad hann & vid
né heldur til ad sanna stadhefingu sina, en hann skrifadi upp téfluna:

x fjoldi frumtalna < z / dn mismunur
logn
500.000 41.556 41.606,4 50,4
1.000.000 78.501 78.627,5 126,5
1.500.000 114.112 114.263,1 151,1
2.000.000 148.883 149.054,8 171,8
2.500.000 183.016 183.245,0 229,0
3.000.000 216.745 216.970,6 225,6

Gauss sagdi ekki beinum ordum i bréfinu hvada mork settu ad vera 4 heildinu,
en af samhenginu sést ad bau eru 2 og z. Raunar vantadi nokkrar t6lur i to6funa
hj& Gauss auk bess sem adrar voru taldar frumtélur i misgripum. Taflan hefur
verid leidrétt svona:



6 Ramanujan og frumtdlurnar

Z
x fjoldi frumtalna < z / At mismunur
5 logt
500.000 41.538 41.606 68
1.000.000 78.498 78.628 130
1.500.000 114.155 114.263 108
2.000.000 148.933 149.055 122
2.500.000 183.072 183.245 173
3.000.000 216.816 216.971 155

Pessi tafla stadfestir tilgaitu Gauss enn betur. A fyrri hluta sidari aldar bro-
udust bessar athuganir yfir i pad sem kallad var frumtalnatilgdtan, en pad er
sta®heefingin

x
ﬂ-(m)Nlogx’
sem jafngildir ,
Fodt
O ], Togt

Jafngild tilgata er
Pn, ~ nlogn.

Tsébyséff

Fyrstu nidurstddurnar sem leiddu menn i rétta 4tt vid sénnun 4 frumtalnatil-
gatunni litu dagsins 1j6s & arunum 1849-1852. Par var ad verki Riissinn Pafnity
Lvovits Tsébyséff (1821-1894). Nidurst6dur hans voru margar og dkaflega merki-
legar. Hann sannadi ad hlutfallsleg skekkja i nalgun Gauss & frumtalnafallinu er

minni en 11%, p.e.
T odt T odt
— 1,11 —_—
0,89/2 Tog <7(z) <1, /2 Togt’

og a0 ef markgildid
. Todt
mlglgoﬁ(:lj)/ 5 logt
er til, b4 er pad jafnt 1. Tsébyséff sannadi einnig ad nalgun af gerd Legendres

T

m(@) ~ Alogz + B
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geti aldrei verid betri en nalgun Gauss. Hann innleiddi ny talningarf6ll sem
tengjast frumtolunum, '

en sambandid milli bessara falla er

)=

’lﬁ(:l?):ﬂ(l')‘l-'ﬂ(x%)‘l*’ﬂ(w )+ zeR

Tsébyséff sannadi ad ef eitt markgildanna

1
lim TElogz (@) og lim 2
T—>00 x T—0C0 T T—00 xT

er til, b4 eru hin einnig til og bau eru jofn. Petta gefur stadhzfingar, sem eru
jafngildar frumtalnatilgdtunni.

Riemann

Arid 1859 birtist ritgerd eftir Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
sem nefnist Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebener Grisse, bar
sem hann fjalladi um nidurst6dur athugana sinna & frumtalnafallinu. Ritgerd
bessi olli straumhvérfum 1 talnafraedi. Hin er full af nyjum hugmyndum og er
vandséd hver beirra er frumlegust. Margar stadhaefingar 1 ritgerdinni voru ekki
sannadar, en adeins lauslega rokstuddar, og eru sumar peirra ekki fullrannsak-
adar enn bann dag i dag. Merkust af pessum 6sénnudu stadhaefingum er tilgita
Riemanns, en hin er ein af merkustu tilgdtum steerdfraedinnar sem enn standa
ohaggadar. I ritgerdinni beitir Riemann nidurstédum tr tvinnfallagreiningu og
Fourier-greiningu af mikilli leikni og innszi. Pad var alger nyjung i talnafraedi.
Vid skulum ni reyna adeins ad gléggva okkur 4 helstu atridum i bessari ritgerd
og b4 einkum tilgdtu Riemanns.

Meginmarkmid Riemanns er ad leida 1t formalu fyrir frumtalnafallinu, gera
einhvers konar nalgun og reyna ad meta skekkjuna. Petta er miklu meira en bao
sem folgio er 1 bvi ad sanna frumtalnatilgdtu Gauss. Hann byrjar & bvi ad tdkna
Euler-margfeldid med ¢(s),

1 = 1
C(S)=HW=ZE-
p n=1
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Hann bendir 4 ad betta er samleitid ef s er tvinntala med raunhluta Res > 1 og
ad ¢ hafi engar nillsto0var 4 bessu mengi. Nt parf ad taka logra af pessu falli og
til pess purfum vid ad skilgreina logra af tvinntolu. Pad er gert med formulunni

log z = log r + 6, z=re", —m<O<m.
Haegt er ad lida log(1 — 2) i veldarsd,

log(l—z):—z—%zz—%z?’—---, |z| < 1.
Ef vid beitum bessari formialu, b faum vid

ogC(s) = =D toa(1 = 2 =03

p n=1

Ro8in {1 heegri hlidinni er alsamleitin { jéfnum meeli 4 sérhverju halfplani {s |
Res > 1+ ¢}, ¢ > 0, og bar med er sama i hvada 150 lidirnir eru lagdir saman.

bvi er
log C(s) Z Z—ns_z Z/ ———

Ut tr pessu faum vid sidan mjdg merkilega formtlu

log ((s)

S

= / (z)z~*"* dr,
J1
bar sem fallid II er gefid med formdlunni

I(z) = Z %Z?T(SC)-{-%']T(QI%)-F%W( %)—I- 7z %)—I—---.
<z

Pad er kannski ekki alveg 1jést ad bessi formila gildi, en pad verdur ljést um
leid og madur skrifar

ZZ H(m—

p n=1

bar sem H taknar Heaviside-fallid
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Na koma nidurstdur Fourier-greiningar til ségunnar. Heildi af gerdinni

Mf(s) = / " @) da,

bar sem s er tvinnbreyta 4 einhverju hlutmengi 1 C, nefnist Mellin-ummyndun
fallsins f. Ef f er samfellt deildanlegt & koflum og f (r) = O(z), ba er Mf
skilgreint & halfplaninu {s € C | Res > 1}, og vid héfum andhverfuformulu
Fouriers og Mellins. Hain segir ad

c+ico
f(z) = L / 2 Mf(s)ds

20 Joion
1B
— it ctat :
—I%LIE;O Y _Rx Mf(c+it)dt
bar sem ¢ > 1 getur verid hvada tala sem er og
* — 1 1 —
£(@) = lim 1(f(z + ) + flz - &).
Vid héfum bvi formaluna
. 1 c+ico s ds
I*(z) = 2—m,/c_ioo z°log ((s) <

Med bvi ad beita setningu sem kennd er vid Mobius, getum vid reiknad 7 (z) Gt
fra (),

n 1
) =3 EnG)
bar sem p taknar fall M6biusar,
(n) = {(—1)"’, n er margfeldi k olikra frumpétta,
0, annars.
Par med er
(2) = l(z) - $0(z?) - L(z?) — 1T(2?) + L01(zF) — - .-

Vid stingum heildinu inn { formaluna, fyrir IT* og faum

w@) = Y A [ et 2
n=1 ¢

27??7,1 —ico

oo R oo
—_ -\ /7 1 CT % n [—— _
n;l 2N Rsoo /—R o log mzﬂ metit | e+ 4t
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Hér er komin formila fyrir frumtalnafallinu. Han er gagnslaus til dtreikninga,
bvi vid verdum ad hafa upplysingar um frumbéttun allra nattirlegra talna til
bess ad geta reiknad 1t fall Mébiusar. Vid skulum na snaa okkur aftur ad heildinu
fyrir IT* og sj4 hvernig Riemann tokst ad fa at ar bvi nalgunarformulu fyrir IT*.

Med hlutheildun faest ad
. 1 1 etioo g (log((s)
T(z)=—— - —— S —>222 ) ds.
(=) 2mi logz /cioo T s < s > s

Riemann komst ad peirri nidurstodu ad meginlidurinn 1 log ((s) sé —log(1l — s)
og syndi sidan fram & ad

c+ico _
1. 1 / xs_d_ (lo_g(_l__s_)) ds = Li(z),

omi logz Jjoioo  ds s

1—¢ z dt
LMﬁﬂ%(/ f£+/ ——)
' € 0 Ogt 1te ].Ogt

Vid héfum ad nalgun Gauss & frumtalnafallinu er

—— = Li(z) — Li Li(2) = 1,04.
| Togt Li(z) — Li(2) og Li(2) = 1,0

bar sem

Riemann hefur sem sagt alyktad ad
I(z) = Li(z) + r(z),

en eftir standa vandradin med ad meta leifarlidinn r(z). Utreikningar & fall-
inu Li(z) benda til bess ad leifin sé litil midad vid Li(x). Pad er raunar dnnur
visbending sem Riemann hafdi. Vio héfum nefnilega ad

TI(z) = Z %w(m%) og m{z) = Z @H(mi).

Par med sttum vid ad f4 nalgunarformaluna

n(z) ~ R(z) = Z @ Li(z+)
n=1

= Li(z) - 1 Li(z%) — 1 Li(2%) — L Li(a%) + L Li(z®) — £ Li(z™) + -

Pad undraverda er ad betta er mjdg g6d nalgun & frumtalnafallinu eins og eftir-
farandi tafla gefur til kynna:
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z 7(z) Li(z) — n(z) R(z)— w(z)
100.000 9.592 +38 ]
1.000.000 78.498 +130 +30
2.000.000 148.933 +122 -9
3.000.000 216.816 +155 0
4.000.000 283.146 +206 +33
5.000.000 348.513 +125 —64
6.000.000 412.849 4228 +24
7.000.000 476.648 +179 —-38
8.000.000 539.777 +223 —6
9.000.000 602.489 +187 —53
10.000.000 664.579 +339 +88
100.000.000  5.761.455 +755 +97
1000.000.000  50.847.478 +1758 —23

Sem fyrr segir voru 4 dégum Riemanns til t6flur yfir frumtélur upp 1 t6luna,
3.000.000 eda bar um bil, og bad er nokkud Ijést ad hann hefur vitad ad fallid
R(z) er go0 nalgun 4 m(z), b6 svo ad pad komi ekki fram med beinum ordum
i ritgerd hans. Riemann laetur ekki stadar numid hér heldur vill takast & vid
skekkjulidinn. Til bess barf hann ad atta sig betur 4 (-fallinu. Audvelt er ad
syna fram & ad

()= 2 +1+ 5/100 ([:c] - x) 2= dg,

bar sem [z] tdknar heiltsluhlutann af z. Heildid i heegri hlidinni er samleitid
ef Res > 0 og bessi formila gefur okkur pvi framlengingu 4 ¢ yfir 4 mengid
{s | Res > 0,s # 1}. Riemann heldur afram og synir ad haegt er ad framlengja
¢ yfir 1 fagad fall 4 6llu tvinntalnaplaninu utan vid s = 1 og ad ¢ uppfylli j6fnuna,

T P0(3s)((s) = TP(L (1 - 9)) (1~ ),  s€G,

en hin er nefnd fellajafna (-fallsins. Nt er naudsynlegt ad komast ad pvi hvar
nillstédvar (-fallsins liggja til pess ad geta metid skekkjulidinn 1 nalguninni
m(z) ~ Li(z). Af Euler-margfeldinu sést ad ¢ hefur enga nillstdd s med Res > 1
og audvelt er ad sannfaera sig svo um ad ¢ hefur enga nillst6d s med Res > 1.
Fellajafnan gefur sidan ad ¢ hefur nallstédvar 1 punktunum s = —1,-2,-3,...
og engar adrar nullstédvar s med Res < 0. Vid margfoldum fellajéfnuna med
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s(s —1)/2, notfzerum okkur ad I'(z + 1) = 2I'(z) og fdum ba
74725 ~ )(Es + 1((s) = 7O~V 2(=8)T(5(1 — 5) + 1)C(1 )
fyrir 81l s € C. Vid skilgreinum nu fallid £ med
€)= (s =D (3s +1)¢(s), s€C.

Pad er fagad 4 Sllu C og nillstédvar bess { reemunni {s € C | 0 < Res < 1}
eru peer sému og nillstddvar ¢. Athugum ad fellajafnan segir ekkert annad en
£(s) = £(1 — s), sem jafngildir pvi ad

gL +it)=¢(5—it), teC
Med dalitlum reikningum kemst Riemann sidan ad bvi ad

o0 d
£k +it) = 4/ c;iw <x3/2 ﬁ) 2714 cos (tlog z) dz,
1

bar sem

o0
Y=Y e, x>0
n=1

.i bessu samhengi segir Riemann ad bad sé mjog liklegt ad allar nallstddvar
fallsins ¢ > £(% + it) séu rauntdlur, en bad jafngildir bvi ad allar nullstéovar ¢
reemunni {s € C | 0 < Res < 1} liggi 4 linunni Re s = 1. Petta er st stadhafing, .
sem nefnd er tilgdta Riemanns.

Merkasta afleiding tilgatu Riemanns, ef hin reynist vera rétt, veeri ad

7(z) = Li(z) + O(z37°)

fyrir sérhvert € > 0. Eins og fram hefur komid, ba hefur tilgdta Riemanns
ekki ennp4 verid sénnud, og hiin er almennt talin vera eitt merkilegasta tleysta
- vandamal steerdfreedinnar. Riemann setti fram matio

T T T

—1
27 08 2r 27

4 fjolda nullstédva ¢ 1 menginu {s € C | 0 < Res < 1,0 < Ims < T} med
hlutfallslegri skekkju sem er O(1/T'). Petta var sannad 1ongu eftir daga hans.

Peir sem ahuga hafa 4 ad kynna sér grein Riemanns betur og afleidingar
hennar, sttu ad lita i bok Edwards [3].
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Hadamard og de la Vallée-Poussin

Frumtalnatilgatan var ekki sénnud fyrr en arid 1896. bad gerdu J acques Hada-
mard (1865-1963) og Charles de la Vallée-Poussin (1866-1962) 6h4d hvor 68rum,
en nanast samtimis. Sannanir peirra byggdu 4 mjog nakveemu mati 4 hegdun ¢-
fallsins. Upp fré4 pessu var frumtalnatilgatan nefnd frumtalnasetningin. Sannanir
4 henni hafa verid einfaldadar verulega 4 pessari 61d og nu er einfaldasta sdnnunin
ekki floknari en svo, ad beir sem kunna Cauchy-formiluna fyrir fagud 161l eiga
audvelt med ad skilja hana.?

Hardy og Littlewood

A fyrri hluta tuttugustu aldar voru Englendingarnir Godfrey Harold Hardy
(1877-1947) og John Edensor Littlewood (1885-1977) 1 fremstu r6d staerdfraed-
inga sem fengust vid rannséknir 1 talnafredi. Peir voru lengst af préfessorar
4 Prenningargardi i Cambridge og attu langt og farselt samstarf. Arid 1914
sannadi Hardy ad ¢ hefur 6endanlega margar nullst6dvar 4 linunni Res = %
og arid 1921 tokst peim Hardy og Littlewood { sameiningu ad sanna ad fjoldi
ntllst6dva med pverhluta 4 bilinu [0,7] veeri ad minnsta kosti kT bar sem k
er jakvaeour fasti. Petta mat endurbeetti Nordmadurinn Atle Selberg (f. 1917)
med bvi ad sanna ad fjoldi nallstédva veri ad minnsta kosti k7T logT. Arid
1914 sénnudu Daninn Harald Bohr (1887-1951) og Pj6dverjinn Edmund Landau
(1877-1938) 1 sameiningu ad fj6ldi nallstédva fallsins ¢ —» ¢ (3 +it) & menginu
{t€C|0<Ret <T,—e<Imt < ¢} sé nokkurn veginn

T 1 T T

= Nog —

2r °2r  or
med hlutfallslegri skekkju af staerdargradunni O(1/T). Allt eru betta merkar
nidurst6dur sem hniga { b4 &tt ad tilgata Riemanns sé rétt, en eru samt fjarri

bvi a0 hafa tilgatuna i for med sér.

Ramanujan

I upphafi 4rsins 1913 fékk Hardy bréf fra Indlandi sem dagsett var i Madras
16. jandar 1913 og hofst med ordunum: Dear Sir, I beg to introduce myself to
you as a clerk in the Accounts Department of the Port Trust Office at Madras
on a salary of only £20 per annum. I am now about 23 years of age. I have had

2 Athugasemd ritstjéra: Sénnun 4 frumtalnasetningunni birtist { grein eftir Ragnar { vorhefti
Fréttabreéfsins 1999.
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no University education but I have undergone the ordinary school course. After
leaving school I have been employing the spare time at my disposal to work at
Mathematics. I have not trodden through the conventional regular course which
is followed in a University course, but I am striking out a new path for myself.
I have made a special investigation of divergent series in general and the results
I get are termed by the local mathematicians as “startling” ... .

S4 sem bréfid skrifadi hét Srinivasa Iyengar Ramanujan og var feeddur 22. des-
ember arid 1887. Tilgangur bréfsins var ad koma & framfaeri nidurstédum 4 at-
hugunum og ranns6knum 1 steerdfreedi. I bréfinu vitnar Ramanujan i bk Hardys,
Orders of Infinity, bar sem stendur ad ,fjoldi frumtalna minni en x sé jafn

¢odt
o logt

+ o(z),

bar sem réd o(z) hefur ekki verid akvordud®. Hann segist sidan hafa fundid
formilu sem nalgar 7(z) med hverfandi skekkju. (Sja [7], bls. xxii eda [2] bls. 22.)
Hann nefnir ad fatakt og reynsluleysi hamli sér og bidur Hardy um ad fara yfir
nidurstddur sinar, sem hann laetur fylgja bréfinu & sérstékum blédum, i peim
tilgangi ad kanna hvort bar leynist eitthvad sem vert er ad gefa ut. A blédunum
stendur fj5ldinn allur af formalum, 4n sannana, og er peim radad i kafla. I fyrsta
kaflanum segir ([7], bls. 349 eda [2] bls. 22):

Eg hef fundid fall sem Iysir ndkvemlega fjélda frumtalna minni
en z, ,nakveemlega® 1 peim skilningi ad mismunur bessa falls og hins
raunverulega fjolda frumtalna er oftast 0 eda eitthvert litid endanlegt
gildi jafnvel pegar x verdur 6endanlegt. Eg hef fengid petta fall fram
sem 6endanlega ré0 og hef sett pad fram & tvo vegu:

(1) Med Bernoulli-télum. Ut fré pessu getum vid audveldlega
reiknad ut fj6lda frumtalna upp ad 100 milljénum, oftast an skekkju
og I sumum tilfellum med skekkju upp 4 1 eda 2.

(2) Sem dkvedid heildi, sem vid getum reiknad 1t.

Sidan kemur langur listi yfir formtlur sem innihalda 4kvedin heildi, 6endan-
legar radir og déendanleg kedjubrot. Peir Hardy og Littlewood rannsékudu bréf
Ramanujans og komust samdeegurs ad beirri nidurstodu ad hér veeri snillingur 4
ferdinni.

Hardy svaradi bréfi Ramanujans pann 8. febriar 1913. Hann segir bar ad sér
virBist haegt ad skipta nidurstodunum i prja flokka. I fyrsta flokki eru nidurstdd-
ur, sem eru pekktar eda haegt er ad leida audveldlega ut fra bekktum setningum.
I 60rum flokki eru nidurstédur, sem eru baedi nyjar og dhugaverdar. Peer eru
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einkum dhugaverdar vegna bess ad beer eru augljéslega erfidar, frekar en ad peer
séu mikilveegar. T bridja flokki eru nidurstédur, sem virdast vera nyjar og mikil-
vaegar, en mikilvaegio sé ha0 nakvemninni { sénnunaradferdum Ramanujans.

1 bréfinu leggur Hardy mikla sherslu 4 mikilveegi sannana og segist ekki geta
deemt um nidurstédur Ramanujans fyrr en hann fai ad sja sannanir 4 beim.
Hann bidur Ramanujan a0 senda sér formaluna fyrir frumtalnafallinu eins fljott
og hann geti. Hann Iykur bréfinu med hvatningarordum og bydst til ad hjalpa
Ramanujan ad koma verkum sinum 4 framfeeri, ef tryggt sé¢ ad nidurst6durnar
byggi & traustum sénnunum. (Sja [2] bls. 46-48.)

Pad er ljost af fyrsta bréfinu ad Ramanujan eetladi sér ekki ad kynna bestu
nidurstédur sinar fyrir Hardy fyrr en hann veeri viss um ad hann fengi jakveedar
vidtokur. Pad er sidan greinilegt ad Ramanujan var ansegdur med svarid, pvi
i naesta bréfi, sem dagsett er 27. febriar 1913, segir hann: ,, ... I have found
a friend in you, who views my labours sympathetically. This is already some
encouragement to me to proceed ... “ 1 bessu bréfi segir Ramanujan fra pvi ad
hann purfi 4 fé ad halda til bess ad geta einbeitt sér ad steerdfraedinni og losnad
vid ad stunda launavinnu. Hann bidur Hardy um ad skrifa medmaelabréf, sem
geti greitt honum leid til bess ad f4 styrk fra indverskum yfirvldum til pess ad
stunda steerdfraedirannséknir sinar. Hann spilar sidan it trompunum sinum (sj4,
[7], bls. xxvii og 351 eda [2] bls. 53):

1. Fjoldi frumtalna minni en e er Jjafn

/‘x’ a®dx
0 .’L’Sz_,_ll_‘(.’]! + 1) ’
bar sem

G 1,1
T+l = 1z+1 + 9z+1 + 3z+1 +

2. Fjoldi frumtalna minni en n er jafn

2{ 2 (logn +i logn 3+ 6 [logn 5+
™ B2 27 3B4 27 5BG 27

L
307

bar sem By = %, By = &, ..., eru Bernoulli-tGlurnar.
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3. Fjoldi frumtalna minni en n er jafn

" dz lﬁdx_l%dm 1 V% gy

, logz 2 ), logz 3/, logz 5 ). logz
Ju log " g i 2 i 23

1 (V% de 1 (Y dp | 1 [V 4
TR,
6/, logz 7/, logz 10/, logz

1/% dz 1/% de 1 [V 4g
11/, log u
1

i

13
/ R R N
u logz 17/, log

log 14 L log =

1 /1% dx
_+...,
n

15 19 log z

15

bar sem p = 1,45136380, nokkurn veginn. Télurnar 1, 2, 3, 5, 6, 7,
10,11, 13, ... hér ad ofan innihalda 6lika frumpeetti; pannig eru 4, 8,
9,12, ... dtilokadar: jakvaett formerki stendur ef fjoldi frumpétta er
slétt tala, og neikveett formerki ef fjéldi frumpétta er oddatala. Um
leid og ad pvi kemur i reikningunum, ad lidur verdur minni en 1, pa
nemum vid stadar vid lidinn, par sem 160rétt strik er dregid, og ekki
annars stadar; par af leidir a0 fyrstu fjérir lidirnir eru naudsynlega
slétt tala, begar n er mjég litid. Frumtdlur byrja 4 2 en ekki 1.

Pessi langa lysing Ramanujans & formerkinu fyrir framan lidina er ekkert
annad en skilgreiningin & falli Mdbiusar sem vid tdknudum med p hér ad framan
og fallid sem it kemur er ekkert annad en fallid R(z) sem vid vorum med hér-
ad framan:

= Li(z) - 4 Li(z?) — L Li(2%) — 1 Li(z%) + 1 Li(a®) — L Li(z7) +---

(Nt er pad smekksatridi hvort bokstafurinn R stendur fyrir Riemann eda Raman-
ujan.) Lysingin & bvi hvernig r6din er styfd er ad sjalfségdu komin-fra Ramanuj-
an. Stadheefing Ramanujans var ad R(z) nalgi 7(z) med takmarkadri skekkju.
I bréfi sinu til Hardys var Ramanujan ad bidja um studning til pess ad geta
haldid dfram ad stunda steerdfraedina { heimalandi sinu Indlandi, en Hardy hafdi
onnur &form { huga. Hann etladi sér ad f4 pennan mann til Englands, hvad
sem bad kostadi. Pad er heilléng saga ad segja fra pvi hvernig baer méalaleitanir
gengu fyrir sig, en bessi aform tékust hja Hardy med gédra manna hjalp og
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bann 14. april 1914 sigldi Ramanujan med skipinu Nervasa upp f1j6ti® Thames
og steig sidar um daginn i fyrsta skipti 4 enska grund.

Peir Hardy og Ramanujan héfu naG rannsoknasamstarf sem bar otriilega
mikinn drangur fyrir b4 bada. Hr6dur Ramanujans f6r vida og nadi liklega ha-
marki begar hann var kosinn félagi i Konunglega visindafélaginu. Ramanujan atti
einnig vid mikla erfidleika ad strida bau fimm &r sem hann dvaldist i Englandi.
Hann var heittriadur hindai af 20stu stétt bramita. Pvi fylgdu stréng sida-
16gmal sem hann fylgdi nadkveemlega. Hann neytti adeins matar dr jurtarikinu
og raunar einungis mat sem bramiti af sému stétt og hann hafdi lagad. Hann
vard bvi oftast ad sja um eldamennskuna sjalfur og bad vafdist dskaplega fyrir
honum. Vetrarvedrattan i Englandi er gerdlik pvi sem hann bekkti fra sinum
heimahégum & Indlandi og pvi for svo ad 4rid 1917 veiktist hann alvarlega.
Sjukdémsgreiningin var berklar, en ymsir hafa dregid i efa ad hin hafi verid
rétt. Sidir og venjur manna i Englandi voru Ramanujan framandi og hann ad-
lagadist beim engan veginn. Hann lifi bvi dkaflega einangrudu Iifi nidursokkinn
1 rannséknir sinar.

Vikjum ni aftur ad 4durnefndri stadheefingu Ramanujans um ad w(z) =
R(z) + O(1) og gefum okkur ad han sé rétt. Bein afleiding veeri ba ad

7(z) = R(z) + O(z?)
fyrir sérhvert § > 0 og b4 sérstaklega
m(z) = Li(z) + O(z2 ™)
sem er stadheaefingin sem stendur og fellur med tilgdtu Riemanns. Vid faum
m(z) = Li(z) — 1 Li(z?) + O(z¥+9)
og bannig afram fyrir sérhvert 6§ > 0. Af bessari formilu leidir sérstaklega ad
m(z) — Li(z) - —o0 ef T — 00

N1 er fra bvi ad segja ad allt fra fyrri hluta nitjandu aldar hofdu menn veitt pvi
athygli ad 6jafnan

n(z) < Li(z)

gilti fyrir 61l bekkt gildi 4 m(z). Arid 1914 voru til t6flur yfir frumtslur, sem
nadu upp ad 10 milljénum eda bar um bil og 6jafnan gilti ad minnsta kosti svo
langt upp. P4 syndi Littlewood hins vegar fram & ad bessi 6jafna gildir ekki.
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Hann sannadi ad til eru runur z;,2s,... 0og y1,9s,... af tdlum sem stefna 4
6endanlegt pbannig ad

m(z;) > Li(z;) og  w(y;) < Liyy).

Auk bess sannadi hann ad fyrir sérhvert € > 0 er til z hversu stért sem vera skal
bannig ad .
m(z) > Li(z) + z27°.

Sénnun Littlewoods b6tti mikid afrek. Hin er hrein tilvistarsénnun og moénnum
hefur ekki enn tekist ad gefa deemi um négu stéra télu & sem uppfyllir w(z) >
Li(z). Nidurstada Littlewoods kollvarpadi tilgatu Ramanujans.

I skrifum Hardys um Ramanujan kemur fram a®d hann er sannferdur um
a0 Ramanujan hafi sjélfur uppgétvad formaluna fyrir R(z) og ad bad sé med
ollu dtilokad ad hann hafi flett henni upp i verkum Riemanns. Ramanujan taldi
sig hafa sannad ad R(z) veeri g6d ndlgun & 7(x) og Hardy bendir af mikilli
nakveemni & stadinn i sénnuninpi bar sem villan liggur. I pessum skrifum er ad
finna mikla addaun & innsei Ramanujans og leikni hans { utreikningum. (Sja
[4], kafla I og I1.)

Hardy og Ramanujan

Pad er ekki heegt ad ljika bessari fraségn 4n bess ad nefna einhverja merkilega,
nidurst6du sem er arangur af samstarfi peirra Hardys og Ramanujans. St sem
freegust er, fjallar um mat 4 fjdlda skiptinga & nattarlegum tolum. (Sja [4], kafla
VIIL)

Sérhverri nattirlegri tolu stzerri en 1 ma skipta { summur af jakveedum natt-
trlegum t6lum:

2=1+1,
3=241=1+4+1+1,
4=34+1=2+2=2+14+1=1+14+1+1.

Ekki er tekid tillit til rodunar lidanna og bvi getum vid alltaf sett lidina { minnk-

andi r86. Vid latum p(n) tdkna fjolda mogulegra skiptinga 4 tSlunni n. Litid er
4 toluna sjalfa sem skiptingu og til hagraedis er sett p(0) = 1. Pannig verdur

p(1)=1, p2)=2, p(3)=3, p4)=35, ....

Pag er ljost ad p(n) vex mjog hratt med n, en hversu hratt? I skrifum sinum
segir Hardy a0 liklega hafi enginn fengist vid bessa spurningu fyrir 1917. Hins
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vegar haf6i Euler leitt Gt formalu fyrir p(n), bvi hann benti 4 ad t&lurnar p(n)
eru studlarnir { veldar6dinni fyrir fallid F, sem gefid er med formalunni

1
Fe) = G =ma =

o o'} co
:§:$n§:$2n§:m3n
n=0 n=0 n=0

=p(0) + p(1)z + p(2)z® + p(3)z® + - -,

bar sem 0 < 2 < 1. Peir Hardy og Ramanujan unnu i sameiningu ad pvi ad
finna hversu hratt p(n) vex med n. Peir sénnudu ad

bar sem t6lurnar = og z’' uppfylla

1 1 9
log;log;:@r .

Sidan komust beir ad pvi ad

p(n) = 2;\/5%(6}@( nf ) ) +O(eH\/ﬁ),

o
3
|
N
S

1
24
2 _ . . . .
bar sem H <« 3 Peir sénnudu raunar miklu meira, nefnilega ad

p(n) = Pi(n) + Py(n) +--- + Po(n) + R(n),

bar sem

k<
k 6sambatta g
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0g wy,q er dkvedin 24. rét af 1. Leifin er

R(n) = O(eHav™), HQ<wf—

Par med feest ad Hg — 0 ef Q — 00, svo betta er g6d formiila til pess ad reikna,
at p(n). Til deemis barf adeins 4tta 1idi til bess ad reikna tt

p(200) = 3.972.999.029.388

med skekkju upp 4 0,004. Pvi er svo vid petta ad baeta ad r6din

Y Lo(n)gy(n)

er ekki samleitin. Pyski steerdfraedingurinn Rademacher syndi hins vegar fram
4 ad heegt er ad endurbaeta formiluna. Hann sanna61 a0 ad p(n) ma setja fram
med samleitinni r60,

Z Lg(n)ipg(n),

bar sem L, er skilgreint eins og hér ad framan og

| q;_icmh( 2o @))_

71'\/5 dn H—L

24

Pq(n

EftirmAli

Eins og 40ur var getid veiktist Ramanujan alvarlega 4rid 1917 og snéri aftur heim
til Indlands 4rid 1919. Hann lést bann 26. april 1920, adeins 32 4ra. Safn verka
Ramanujans var gefid ut 4rid 1927. Par er ad finna 37 visindalegar ritgerdir og
eru sjo beirra skrifadar asamt Hardy. I upphafi verksins eru tveir kaflar um 20fi og
storf Ramanujans. Pann fyrri skrifudu Indverjarnir Seshu Aiyar og Ramachandra
Rao, sem b&dir voru &hrifamiklir steerdfreedingar i heimalandi sinu og pekktu
Ramanujan persénulega. Seinni kaflinn er eftir Hardy. Auk bessa efnis er ad
finna dtdraetti ar bréfum Ramanujans til Hardys svo og vandamal og lausnir &
beim eftir Ramanujan sem birtust { timariti indverska staerdfradifélagsins.

Peir sem hafa dhuga 4 ad kynna sér «fi Ramanujans og visindalega lysingu
& verkum hans attu ad byrja & bvi ad lesa inngangskafla Hardys i safni verka
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Ramanujans og fyrsta kaflann i bok Hardys sem ber nafn Ramanujans. Arid
1991 gaf bandariski bladamadurinn Robert Kanigel it sfisdgu Ramanujans og
er hiin ad morgu leyti skemmtileg lesning.

Minnisbaekur Ramanujans innihalda 6trtlegan fjélda af nidurstédum. Hardy
hafdi uppi &form um ad f& menn til bess ad rannsaka bzer og bua til birtingar.
Peir G. N. Watson og B. M. Wilson hofu bad verk 4rid 1929, en peim entist ekki
aldur til bess ad ljaka bvi. Pad var ekki fyrr en 4rid 1957 ad minnisbaekurnar
komu fyrir almenningssjonir, en b4 16t Tata Institute of Fundamental Research
i Bombay taka ljosrit af beim og gefa ft.

Bandariski staerdfreedingurinn Bruce Berndt hefur starfad ad pvi um alllangt
skeid ad rannsaka minnisbazekurnar. Hann hefur gefid 4t fimm binda verk um
beer [1]. Berndt gengur skipulega & allar nidurstédur Ramanujans i sému réd
og hann skrifadi beer nidur, atskyrir peer og afleidingar peirra, skrifar tilvisanir
i sannanir 4 peim og sannar sjalfur beer nidurstédur sem ekki eru til pekktar -
sannanir 4. Berndt hefur einnig ritad bok i félagi vid Robert A. Rankin [2] um
bréfasamskipti Ramanujans og annarra manna sem honum tengjast. Par er ad
finna mjog ftarlega heimildaskra og umfangsmiklar skyringar 4 bréfunum.
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Prautahorn
Robert Magnus

Eg bakka beim sem sendu inn lausnir og hvet lesendur einnig til ad senda
brautir sem verda sidan birtar i bessum dalki. Adur en vid setjum fram nyjar
brautir birtum vid lausnir 4 prautunum tr sidasta fréttabréfi.

Praut 1. Prjar samsida linur eru tilteknar. Finnid leid til ad teikna (med reglu-
stiku og hringfara) jafnhlia brihyrning sem hefur hornpunktana 4 linunum
premur.

Lausn. Gloggir lesendur muna e.t.v. ad betta daemi birtist 4samt lausn i Frétta-
bréfi steerdfraedafélagsing 1 juni 1990 { grein eftir héfundinn. Vid birtum hér lausn
eftir Braga Porsteinsson, en hin barst { bréfi fr4 Joni Hafsteini Jénssyni.

B
l
X
A m
P n

Q

I myndinni eru linurnar [, m, n samsida, linan APQ er hornrétt 4 beaer og
AP = PQ. Fra @ er dregin lina sem myndar 30° horn vid QA og sker [ {
punktinum B. Midpverill striksins AB er sidan dreginn og sker n { punktinum
C'. Af bessu sést ad C er ummidja prihyrningsins AQB en par sem /AQB = 30°
sést a0 LACB = 60°. Par sem AC = CB sjaum vid ad ABC er jafnhlida.

I ofangreindu bréfi fra Joni eru tvaer adrar lausnir sem hann fann &samt
Eiriki Jénssyni. Helgi Jonsson leysti einnig deemid.

Praut 2. Akvardid frumbaetti t6lunnar 3!5 + 1.
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Lausn. (Eftir Helga J6nsson) Vid héfum
1= +1=(3+1)(30 -3 +1).
Ennfremur gildir

303" +1=38"042.3541-3.35=(3° 4 1)2 30
=(3°+1+3%(3°+1-3% =271-217.

N1 feest
3% 41=244.271.217=22.7.31-61.271.

(Einnig leyst af Kristinu Bjarnadéttur.)

Praut 3. Anna og Birna leika eftirfarandi talnaspil. Paer velja til skiptis nattir-
lega t6lu & bilinu 1 til 100. Reglurnar eru:

(i) Hverja t6lu ma adeins velja einu sinni.

(ii) Velja m4 einungis t6lu sem gengur upp i eda er margfeldi t6lunnar sem
valin var 4 undan. :

(iil) St sem leikur fyrst verdur ad velja slétta tolu.

(iv) St vinnur sem velur t5lu bannig ad hin getur ekki fundid 16glegan leik.
Synid ad st sem leikur fyrst getur alltaf unnid og finnid vinningsleid.

Lausn. (Eftir RJM) Ef annar hvor keppandi velur 1 b4 velur hinn 97 og vinnur.
Pad nzegir bvi ad neyda andsteeding til ad velja 1. Segjum ad keppandi A leiki
fyrst. Stutt vinningsleid fyrir A hefst med bvi ad velja 58. Ni m4 B velja annad
hvort 2 eda 29. Ef B leikur 2 p4 heldur A afram med leikjarunu par sem leikir
B eru bvingadir: (A og B til skiptis) 62, 31; 93, 3; 51, 17; 85, 5; 95, 19; 57 og A
vinnur bar sem buid er ad nota 3 og 19. Ef, hins vegar, B svarar 58 med 29 ba
heldur A 4fram med eftirfarandi runu bar sem leikir B eru bvingadir: 87, 3; 51,
17; 85, 5; 95, 19; 57 og A vinnur par sem btid er ad nota 3 og 19.

Haegt er ad greina spilid (og finna ofangreinda vinningsleid) med bvi ad skoda,
net. Hornpunktar netsins eru frumtdlurnar milli 1 og 100. Setjum legg milli
tveggja hornpunkta p og g ef 50 < pg < 100. Ef A velur pq ba verdur B ad velja,
P, g eda 1. Vid leitum sidan ad eftirfarandi mynstri i.netinu:



24 Prautahorn

Einkenni bessa mynsturs er tveer rasir tengdar saman. A hefur leikinn med 2p.
Ef B svarar med p ba fer leikurinn pr, r; rs, s; su, u; ut, t; ir og A vinnur. Ef
B svarar 2p med 2 b4 heldur leikurinn &fram 2g, ¢; ¢r r; o.s.frv. I fyrrgreindri
vinningsleid er p =29, ¢=31,r=3,s=17,u=50gt =19.

Pad er dhugavert ad lita &4 alhafingu spilsins bar sem 6nnur tala N kemur
i stad fyrir 100. Vid getum reynt ad finna ofangreint mynstur bar sem r = 3
og u = 5. bad bydir ad frumtdlurnar p,q eiga ad liggja milli N/6 og N/2 en
frumtélurnar s,¢ milli N/10 og N/3. Mér bykir bad liklegt ad slikar frumtdlur
séu alltaf til ef N er noégu stér tala en hef ekki sénnun.

Pessu spili var lyst { dalkinum Mathematical Recreations eftir Jan Stewart i

- Scientific American fr4 mars 1997 en vinningsleid er ekki lyst. Eftir pvi sem ég

veit best hefur bessi vinningsleid ekki birst i Scientific American. Helgi Jonsson
sendi bréf med ftarlegri umfjollun um ymis leikmynstur.

Hér kemur nyr skammtur af prautum. Ekki barust neinar prautir fra lesend-
um.

Praut 4. A pappirsbladi eru tveer ésamsida linur en beer skerast ekki 4 blad-
inu. Milli beirra er tilgreindur punktur. Hvernig er haegt ad teikna linu gegnum
punktinn sem myndi liggja gegnum skurdpunkt linanna tveggja, med bvi ad
nota reglustiku eina saman og 4n bess ad teikna neitt utan bladsins?

Praut 5. Einingarferningi er skipt i niu sveedi med bvi ad teikna fjora 90° boga
hvern med geisla 1 og pannig ad midjur peirra eru sitt i hverjum hornpunkti
ferningsins. Akvaroid flatarmal hvers sveedis.

1

Praut 6. Runa z,, uppfyllir 2,1 = 22 + =, 21 > 0. Akvardid S P
n
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40. Alpjodlegu Olympiuleikarnir i Staerdfraedi,
Bikarest Rimenia, juli 1999

Geir Agnarsson

Hinir 40. alpjédlegu 6lympiuleikar i staerdfraedi voru haldnir i Bukarest { Ram-
enfu 10. - 22. jali, 1999. Lidid ad pessu sinni var

Alfred Kjeld,

Bjarni Kristinn Torfason,
Gudni Olafsson,

Ingvar Sigurjénsson,
Pawel Bartoszek,

Stefan Ingi Valdimarsson.

Allir 6 keppendurnir komu tr Menntaskélanum i Reykjavik, sem er ekki sist
Askeli Hardarsyni kennara par ad pakka, en hann var einnig 1idstjori ad pessu
sinni. Démnefndarfulltrai var ykkar einlaegur Geir Agnarsson. Stefan Ingi Valdi-
marsson hlaut bronsverdlaun.

Fyrri dagur - Bikarest, 16. jali, 1999

Dzemi 1. Akvardid 61l endanleg punktamengi S i sléttunni, sem innihalda
a.m.k. brja punkta og fullnzegja eftirfarandi skilyrdi: Fyrir sérhverja tvo 6lika
punkta A og B ur S, b4 er midnormall linustriksins AB samhverfuas fyrir S.

Dzemi 2. Latum n > 2 vera fasta heiltdlu.
(a) Akvardid minnsta fastann C bannig ad

Z xwﬂmf%—az?)SC’( z a:i)4

1<i<j<n 1<i<n

gildi fyrir allar rauntélur z1,...,2, > 0.
(b) Fyrir bennan fasta C, dkvardid hvenzer jafnadarmerkid gildir.

Dzemi 3. Athugum n x n ferningslaga bord, bar sem n er fost jakvad slétt tala.
Bordinu er skipt upp { n? einingareiti. Vid kollum tvo slika 6lika reiti granna ef
beir hafa sameiginlega hlid. Vid merkjum N reiti 4 bordinu bannig ad sérhver
reitur 4 bordinu (merktur eda 6merktur) hafi merktan granna. Akvardid minnsta
mogulega gildi N.
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Seinni dagur - Bakarest, 17. juli, 1999

Dzemi 4. Akvardid 61l por (n, p) af jakvaedum heiltdlum bannig ad p er frumtala,
n < 2p, og (p — 1)™ + 1 er deilanleg med nP~1.

Dzemi 5. Tveir hringir I'; og I's eru innan { hringnum T, og snerta I i tveimur
oOlikum punktum M og N i bessari r60. Midja I's liggur & I'y. Linan gegnum
skurépunkta I'y og I'; sker I' i A og B. Linurnar M A og M B skera T'; i C og
D 1 bessari r60. Synid ad CD er snertill I'y.

Daemi 6. Akvardid 61l foll f : R — R sem fullnsegija

fla = 1) =1(fW) +2f(y) + f(z) -1
fyrir 6ll z,y € R.

Hvert deemi var 7 stiga virdi, og leyfour timi hvorn dag fyrir sig var 41 klukku-
stund. Deemin voru ad bessu sinni margslungin, og n&di enginn keppandi fullum
42 stigum, en pad er frekar 6venjulegt. Kinverjar og Russar deildu med sér efsta
setinu betta 4rid.

Einn islensku keppendanna, Stefan Ingi Valdimarsson, var vel yfir medallagi,
og nadi par med gédum bronsverdlaunum. Hann nadi stigum { hverju einasta
deemi, og leysti fyrsta deemid fullkomlega. Pessi lausn Stefans var eina fullkomna
lausnin sem kom fyrir hj4 islenska lidinu betta 4rid. Pess m4 b6 geta ad Bjarni
" Kristinn Torfason var ansi nélagt bvi 2 finna hinu snotru opinberu lausn 4
fyrsta deeminu, og fékk hann fyrir pad 5 stig af 7 mégulegum (sja hina opinberu .
lausn hér fyrir nedan.)

Flestum stigum nédi islenska 1idid { fyrsta deeminu. Hinar opinberu lausnir &
sidustu deemunum, hvorn daginn fyrir sig, deemi 3 og 6, voru stuttar og einkar
fallegar. Vio ldtum hinar opinberu lausnir 4 deemunum 1, 3 og 6 bvi fylgja her
& eftir.

Lausnir &4 premur deemum

Lausn deemis 1: Latum rpg vera speglunina um midnormal linustriksins PQ),
og latum G vera massamidja punktamengisins S. Par sem r45(S) = S, feest ad
rap(G) = G fyrir sérhverja tvo 6lika punkta A, B € S. Detta gefur ad allir
punktar S eru jafn langt fra G, sem pydir ad punktarnir 1 S liggja 4 hringferli
sem hefur G sem midju.

Punktar S mynda bvi kaptan marghyrning 4,4, ---A,,. Par sem T A, Asg
speglar hvorri halfsléttu, sem linan A; A3 myndar, 1 sig sjalfa, b4 verdur A, ad



Olympiukeppni { Rtmeniu , 27

vera f0st, p.e.a.s. 74, 4,(As) = Ay verdur ad gilda. Par med er [A1Ag| = |A2 A3
Med nékveemlega sama haetti faest [ApAz| = |AsAy| = --- = |AnA;s], sem synir
a0 punktar S mynda reglulegan n-hyrning.

B L

Pad er hins vegar audvelt ad sannfrera sig um ad sérhvert punktamengi S,
sem samanstendur af hornpunktum reglulegs marghyrnings, er samhverft um
sérhvern midnormal tveggja élikra punkta ar S.

Lausn daemis 3: Litum reitina 4 bordinu hvita og svarta, eins og & venju-
legu taflbordi. Latum min{N} = f(n) vera tdluna sem vid viljum finna, pad
er minnsta, fj6ldann af reitum sem vid purfum ad merkja. Latum £, (n) vera
minnsta fjélda af hvitum reitum sem vid purfum ad merkja til bess ad sérhver
svartur reitur eigi sér hvitan merktan granna. Latum f, (n) vera samsvarandi
fyrir svbrtu reitina. Par sem n = 2k er slétt, er bordid samhverft og vid héfum
fu(n) = fs(n) og f(n) = fa(n) + fs(n).

Hollum nt bordinu bannig ad lengsta svarta hornalinan, med lengdina n =
2k, verdi larétt. Athugum nd hvitu hornalinurnar, alls 2k linur, sem eru laréttar
fré okkar sjonarhorni. Fjoldi reita f peim er 1,3,5,...,2k—3,2k—1,2k~1,
2k-3,...,5, 3,1 begar vid teljum nidur 4 vid. Vid stlum ad merkja einhverja
hvitu reitanna eins og hér segir: I annarri hvorri hvitri hornalinu merkjum vid
annan hvorn reit. Nanar tiltekid byrjum vid { efstu hvitu hornalinunni, sem hefur
1 reit og vid merkjum hann. Sidan hoppum vid yfir naestu hvitu hornalinuna, og
lendum & hvitri hornalinu sem hefur 5 reiti. I henni merkjum vid 1., 3. og 5.
reitinn. Pannig hldum vid afram nidur bordid. Pegar vid komum ad lengstu
svOrtu hornalinunni { midbordinu er fjéldi merktra hvitra reita jafn summu allra
oddatalna sem eru minni eda jafnar k. Vid hdldum svo nidur og beetum vid
fjolda allra sléttra talna sem eru minni eda jafnar k. A® lokum er fj6ldi merktra
hvitra reita jafn summu allra jakvaedra heilla talna sem eru minni eda jafnar k,
og er si summa jofn k(k + 1)/2.

Nt t8kum vid eftir tvennu. I fyrsta lagi hefur sérhver svartur reitur merktan
hvitan granna. Af bvi faest ad fi(n) < k(k + 1)/2. I 6ru lagi hafa engir tveir
merktir hvitir reitir sameiginlegan svartan granna. Petta bydir ad til pess ad allir
bessir hvitu reitir, sem vid héfum merkt, eigi sér merktan granna, burfum vid ad
merkja a.m.k. k(k +1)/2 svarta reiti. Af bessu faest ad f,(n) > k(k + 1)/2. A®
ofansdgdu héfum vid bvi ad fu(n) = fs(n) = k(k+1)/2, og bvi f(n) =k(k+1),
bar sem n = 2k.

Lausn deemis 6: Setjum z =y = 0 inn { j6fnuna, og latum f(0) = c. P4 feest
ad f(—c) =f(c)+c—1,0g bvier c #0.
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Setjum = = f(y) inn { jé6fnuna og faum

.’,U2
-3 (1)

fyrir 8l z = f(y) € Im(f).

Synum na ad sérhverja rauntdlu megi skrifa sem mismun tveggja staka ar
Im(f). Ef vid setjum y = 0 { jéfnuna faum vid f(z —c) = f(c) +cz + f(z) — 1,
og bar med

{flx—c)—f@):zeR}={ecz+ f(c)~1:z€R} =R,

bar sem ¢ # 0.
Latum nt z € R. Pd er x = y1 — y2 bar sem y;,y2 € Im(f). Vid faum pvi
f@) =Fly—y2)
=.f(y2) +y192 + f(y1) — 1
2 2

—(ctl _ ¥ ct+1 _ ¥ _

= (% 2)‘+yly2+( H-%) -1 @
a2

e 2?42)
2

—0—2—.

Petta gildir fyrir 61l 2 € R. Fr4 jofnum (1) og (2) sjaum vid ad ¢ = 1, og bvi ad
flz)=1- “’2—2 fyrir 6ll z € R.
Ofugt sést ad fallid f(z) =1 — 952—2 fullneegir fallajéfnuna { deeminu.



