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Staerdfredikeppni framhaldsskélanema 2013-2014
Urslitakeppni

Daemi 1

Latum P,Q, R og S vera fjéra punkta a linu (i pessari r6d) pannig ad PQ = RS. Ofan
linunnar eru dregnir halfhringir med midstrengi PQ, RS og PS. Nedan linunnar er dreginn
halfhringur med midstreng QR. Pessir fjorir halfhringir afmarka svaedi sem kallast salinon.
Latum samhverfuas salinonsins skera jadar pess i punktunum M og N. Synid ad pa sé flatarmal
salinonsins jafnt flatarmali hrings med midstrenginn M N.

Daemi 2
Hvad ma koma morgum biskupum fyrir & venjulegu 8 x 8 skakbordi pannig ad engir tveir séu
i somu skalinu?

Daemi 3
Finnid allar rauntélulausnir jafnanna:

Ty ==z
v — 2= a?

22— =P

Daemi 4
Akvardid allar frumtalnatvenndir (p, ¢) pannig ad p? + ¢” sé frumtala.

Demi 5

Ferhyrningurinn ABC'D hefur hornpunkta sina & hring. Hornalinurnar AC' og BD skerast i
punkti . Halflinan fra D i gegnum A og halflinan fra C' i gegnum B skerast i P. Gefid er
ad CD = CP = DQ. Finnid hornid ZC'AD.

Daemi 6
Synid ad ef n er jakvaed heiltala og tolurnar 4™ og 5" byrja & sama tolustaf i tugakerfi pa verdi
sa tolustafur ad vera 2 eda 4.



Lausn 1

Latum R vera radius hringsins med midpveril PS og r vera radius hringsins med midpveril
QR. Paer RZ_T radius hringanna med midpverla PQ) og RS. Faum ad flatarmal salinonsins
er

Lo Lo R—r\>  2R*+2r>— R®+42Rr — 12 R+7m\°
—R°m+ =r°m — T = s

2 2 2 4 2

en hringurinn med midpveril M N hefur einmitt radius % svo flatarmal hans er pvi (R;”")2 s

og jafnt flatarmali salinonsins.

Lausn 2
Pad ma koma 14 biskum fyrir eins og synt er & myndinni:

Ljost er ad biskup a svortum reit getur aldrei verid & somu skalinu og biskup & hvitum reit svo
bad naegir ad lita a svortu reitina. | adra attina skiptist taflbordid i 7 skalinur. Pvi ma i mesta
lagi hafa 7 biskupa & svdrtu reitunum pannig ad engir tveir lendi i sému skalinu. A sama hatt
faest ad i mesta lagi ma koma fyrir 7 biskupum & hvitu reitunum pannig ad engir tveir séu i
somu skalinu. Saman gefur petta ad mesti fjoldi biskupa sem koma ma fyrir 4 8 x 8 skakbordi
bannig ad engir tveir lendi & somu skalinu er 14.




Lausn 3
Vegna samhverfu megum vid gera rad fyrir ad x sé steerst, pad er x > y, 2.

Ef vid einangrum y? i seinni tveimur jéfnunum og leysum baer saman faest:

a:2+z:zz—ac

zdr=2"-1=(z+2)(2 — 1)

svo annad hvort er z +x = 0 eda z — x = 1, sem gengur ekki par sem = > z. Par med er

z = —x. Athugum na ad ef vid leggjum saman allar jofnurnar faest © +y + z = 0 og par sem
z = —x feest y = 0. Setjum nd y = 0 og z = —x inn i sidustu jofnuna og faum:
2 — 1 =0

Par med er ljost ad © = 0 eda = = 1 og vid faum lausnirnar (z,y, z) = (0, Meé
2)

0,0), (1,0,
bvi ad lata svo y og = vera steerst fast svo tveer lausnir til vidbétar (z,y, z) = (—1

1),
= ,,)(0

Onnur lausn

Leggjum saman jofnurnar prjar og faum ad z +y+ z = 0. Setjum svo z = —z —y inn i fyrstu
jofnuna:

?—y=(—z—yP=2"+2zy+y* =  0=2ay+y’+y

svo vid sjdum ad y = 0 eda 0 = 2x +y+ 1. Ef y = 0 pa gefur x +y + 2z = 0 ad

2 = —x og par med 22 = y? — z = x svo annadhvort er x = 0 eda v = 1. Petta gefur
lausnirnar (x,y,z) = (0,0,0) og (x,y,2z) = (1,0,—1). Ef hins vegar y = —2z — 1 pa er
z=—x —y=x+ 1 og onnur jafnan i jéfnuhneppinu verdur

2= (—2r—12—(z+1) =4 +4e+1—2—1=42" + 32

svo 0 =322+ 3x = 3x(r+1) og pvi x = 0 eda x = —1. betta gefur tveer lausnir til vidbotar
(x,y,2) = (0,—1,1) og (z,y,2) = (—1,1,0). Alls eru pvi lausirnar (x,y, z) fjérar: (0,0,0),
(1,0,—1), (0,—1,1) og (—1,1,0), en audvelt er ad stadfesta ad paer uppfylla jofnurnar.

Lausn 4

Gerum rad fyrir ad p og ¢ séu frumtoélur. Ef baedi p og ¢ eru oddatdlur pa er p? + ¢ slétt tala
en eina slétta frumtalan er 2 og p? + ¢” = 2 er fraleitt. Sama ma segja ef badi p og ¢ eru
sléttar tolur. Til ad p? + ¢P sé frumtala verdur pvi énnur talnanna p og ¢ ad vera slétt og hin
ad vera oddatala. Gerum rad fyrir ad p sé slétt og ¢ sé oddatala. Petta pydir pa ad p = 2.

Vid athugum pvi tolu af gerdinni 29 + ¢? par sem ¢ > 2 er frumtala. Vid notum leifareikning
og reiknum mod 3. NG er ¢ oddatala og pvi feest 29 = (—1)? = 1 (mod 3). Ef ¢ = 3 pa
er 23 + 32 = 84+ 9 = 17 sem er frumtala. En petta er eini moguleikinn, bvi ef ¢ > 3 ba er
q ekki deilanleg med 3 svo ¢ = 1 (mod 3) eda ¢ = 2 (mod 3). | badum tilvikum er ¢* =

(mod 3). bvier27+¢*= —1+1=0 (mod 3). Petta pydir, med 63rum ordum, ad 27+ ¢* er
margfeldi af 3 og pvi ekki frumtala. Einu lausnirnar eru pvi (p,q) = (2,3) og (p,q) = (3,2).



Lausn 5

D

Latum ZCPD = 6. bar sem CP = CD gildir ad ZPDC = 6 og Z/DCP = 180° — 26.
Setjum ZCQD = ¢. Héfum ad DC = DQ svo Z/DCQ = ¢ og ZQDC = 180° — 2¢. Einnig
sést a0 ZCBD = ZC'AD par sem pau spanna sama boga. Loks gildir ad Z/PAC = 0+ ¢ par
sem pad er ytra horn i prihyrningnum AADC'. bvier ZCBD = 180° — 6 — ¢. Hornasumma
brihyrningsins ABDC' er 180° svo

180° — 2¢ + 180° — 20 + 180° — 6 — ¢ = 180°

og pa faest 6 + ¢ = 120° sem gefur ZCAD = 60°.

Lausn 6

Latum k takna upphafstolustaf talnanna 4™ og 5™. Pa gilda ¢jéfnurnar:
k10" < 4" < (k+1)-107,
k-10° < 5" < (k+1)-10°

bar sem r og s eru jakvaedar heiltdlur. Umritum fyrri 6j6fnuna og setjum pa sidari i annad
veldi:

E-10" <2* < (k+1)-10",
k*-10% <57 < (K +1)%-10*
og margféldum sidan 6j6fnurnar saman i eina ¢jofnu:
E? - 10713 < 10" < (kK +1)% - 10712,
Deilum i gegn med 102 og athugum ad par sem k er télustafur pa er 1 < k <9 og ba
1<k <1077 < (k+1)° < (94 1)* = 1000.
Sjaum par med ad 0 < 2n —r — 25 < 3.
Ef 2n —r —2s = 0 pa verdur k = 1 og pa 10" = 4". Petta gengur augljéslega ekki fyrir n > 0
bvi ad pa yrdi r > 0 en 4™ er ekki deilanleg med 5.
Ef 2n —r — 2s = 1 ba verdur k* < 10 < (k + 1) og par med k = 2.
Ef 2n —r — 2s = 2 ba verdur k* < 100 < (k + 1)3 og bar med k = 4.
Pvi verdur k ad vera 2 eda 4.
Athugasemd:

Tolurnar 4°2 og 5°2 byrja badar a tolustafnum 2.
Ennfremur byrja badi 4'! og 5! 4 télustafnum 4.



