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Dami 1

Vid kollum tdlu samhverfa ef hin er eins pegar hin er lesin afturdbak i
tugakerfi. Til deemis er 13531 samhverf en 12322 er pad ekki. Gefid er ad
x sé fjogurra stafa samhverf tala og ad = + 852 er fimm stafa samhverf
tala. Hvad er z7

Lausn

Par sem x < 10000 er z+ 852 < 11000 svo fremstu tveir stafir x + 852 eru
einn og ndll. Par med eru pad 6ftustu tveir stafirnir spegilmynd peirra, 01.
Med pvi ad draga 52 fra beggja vegna sjadum vid ad oftustu tveir tolustafir
x séu 49. En x er samhverf svo pa er x = 9449. Petta gengur upp pvi
x + 852 = 10301. O
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Dami 2

Pd byrjar med (endanlegan) lista L af télum. Vid skiptum pessum lista
L Gt fyrir nyjan lista sem gefur til kynna hversu oft hver tala kom fyrir
i L. Til deemis ef tala kemur prisvar fyrir i L mun nyji listinn innihalda
brist sem samsvarar peim télum. Til deemis ef L = [7,1,1,1,4,5,4] er
nyji listinn [1,1,2,3]. Svo skiptum vid a4t nyja listanum fyrir enn annan
lista med sama hatti, og svo framvegis. Sannid ad & endanum verdi listinn
einfaldlega eitt eintak af tolunni 1.

Lausn

Ef einhver tala er tvitekin i L verdur nyji listinn styttri. Listinn getur bara
styst endanlega oft svo ad lokum verdur listinn ekki med neinar endurteknar
tolur. En pa er naesti listi bara med asa, svo listinn par 4 eftir er bara ein
tala k. Par naest er pa listinn einn 3s, sem breytist ekki vid adgerdina. O
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Dami 3
Gisli hefur unun af heita pottinum i sveitinni sinni. Par eru prir kranar i
litunum raudur, graennn og blar. Rennsli og hitastig hvers krana er fast.

1. Ef skrifad er fra rauda og greena krananum tekur 70 min ad fylla
pottinn af 41 °C vatni.

2. Ef skrifad er frd rauda og blda krananum tekur 42 min ad fylla
pottinn af 35 °C vatni.

3. Ef skrifad er fra grena og blda krananum tekur 35 min ad fylla
pottinn af 39 °C vatni.

Hvad veeri hitastig pottsins i gradum ef hann skrifar fré éllum krénunum
samtimis? (Ath: Ef einum litra af 20 °C vatni er blandad vid tvo litra af
29 °C vatni pa fast prir litrar af 26 °C vatni.)

Lausn

Latum r, g og b standa fyrir hve stéran hluta pottsins raudi, graeni og blai
kraninn fylla & hverri sek(indu. Latum svo z, y og z vera hitastig vatnsins
i kronunum, i sdému rod. Vid hofum ad

1 1 1
r+g9=-, r+b=— og g+b:7

70 42 35
en einnig ad
b b
TEE9Y _yroc, TPEOZ _350c op WV _390c,
r+g r+b g+b
Af pessu sést ad
1
r+g+b=5((T+g)+(r+b)+(g+b))
(11 1y _ 1
~2\70 42 35) 30
Einnig faest
41 35 39
re+gy=—°C, re+bz=-—°C og gy+bz=—"°C

70 42 35
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Hitastig vatnsins sem kemur pegar skrifad er fra éllum kronunum er pvi

re+gy+bz 2 ((rz+gy) + (rz +bz) + (gy + b2))
r+g+b r+g+b
41 o 35 o 39 o
BoCHBCHBC_ o
2/30
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Daemi 4
Rétthyrndur prihyrningur med jdkvaedar heiltdluhlidarlengdir hefur ummal
1000. Hverjar eru mogulegu hlidarlengdir hans?

Lausn

Kéllum hlidarlengdir hans a, b, ¢ par sem c¢ er langhlidin. Pdera+b+c=
1000 og Pybagoérasarsetning gefur a? + b? = c2. Vid getum stungid adra
jofnuna inn { hina til a0 fa

a® + b% = (1000 — a — b)* = 10° — 2000(a + b) + (a + b)?
Getum umritad og svo pattad
105 = 2-10° — 2000(a + b) + 2ab = 2(1000 — a)(1000 — b)

sem gefur ad (1000 — a)(1000 — b) = 500000. Pattum haegri hlidina sem
25 .55 Par sem 1000 — a og 1000 — b eru strangt minni en 1000 getur
hvorugur patturinn innihaldid 5°, mest 5%. Pvi eru badir paettir deilanlegir
med 25. Lat a = 254’ og b = 25V’ og faum

(40 — a’)(40 — V') = 800 = 5% - 2°

Sjdum n0 ad annad hvort er annar patturinn vinstra megin 25 eda peir
eru badir deilanlegir med 5. Ef peir eru badir deilanlegir med 5 getur hvor
patturinn verid mest deilanlegur med 2 tvisvar, pvi peir eru < 40. En vid
pburfum ad dreifa fimm tvistum, svo pad gengur ekki. Pvi er annar patturinn
25, og hinn verdur pa ad vera 32. Par med er {a/,b'} = {8,15}. Faum
bvi ad einu mogulegu hlidarlengdirnar eru 200, 375 og 425. O
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Dami 5

Magnea, Mia og Fridfinnur sitja i hring. Pad er biid ad tissa jakvaeda
heiltolu & enni allra peirra, svo pau sja oll tolur hinna tveggja en ekki
eigin tolu. Peim er sagt ad summa tveggja talnanna er jofn peirri pridju.
Magnea er spurd hver tala sin er, en svarar ad hin viti ekki. Mia er spurd
hver tala sin er, en svarar ad hin viti ekki. Fridfinnur er spurdur hver tala
hans er, en svarar ad hann viti ekki. Loks er Magnea spurd aftur og segir
a0 tala sin er 65. Hverjar eru tdlurnar & ennum peirra?

Lausn

Taknum toélur Magneu, Miu og Fridfinns med z, y, z og lausn med prendinni
(z,y,2). Hver einstaklingur sér tveer télur a,b og veit par med ad eigin
tala er annad hvort @ + b eda |a — b.

Ef y = z myndi Magnea vita a0 eigin tala er ekki |y — z| pvi peer eru allar
jakveedar, svo hin myndi vita ad eigin tala er y + z. En par sem hiin vissi
ekki, pa er y # z. Lausnin er sem sagt ekki & forminu (2, cv, ) fyrir
eitthvad a.

Na veit Mia petta, svo ef lausnin vaeri & forminu (2c, 3a, &) myndi hin vita
pad, par sem hinn valkosturinn er pegar Gtilokadur. Einnig faest 4 sama
hatt og fyrir Magneu ad svar gefi ad lausnin sé ekki & forminu (o, 2, @).

Ef vid endurtdokum hlidstaeda roksemdafaerslu fyrir oll tilfelli pegar Frio-
finnur svarar pa sést ad svarid er ekki & forminu (o, a, 2cx), ekki & forminu
(o, 2, 3a) og loks ekki heldur & forminu (2a, 3a, 5ax).

Vid purfum ad endurtaka petta einu sinni enn, en i petta sinn vitum vid
ad svarid er a einu af formunum sem vid faum, par sem ad Magnea svarar
ad hin viti. Par med er svarid 4 einu af formunum (2«, a, ), (3¢, o, 2a),
(5a, 2, 3ax) eda (8a, 3ar, bar).

Vid vitum ad « er heiltala, en ad x = 65. Par sem 2,3 og 8 deila ekki 65
kemur bara lausnin (5a, 2« 3) til greina. P& er & = 13 svo lausnin er
(65,26, 39).
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Dzami 6
L4t p vera frumtolu og S vera mengi heiltana fra 0 til p — 1. Vi0 skiptum
menginu S endurtekid Gt fyrir mengid

{z-z (mod p)|lx € S}

bar til S hattir ad breytast. [ lok pessa ferlis, hver er staerd S?

Lausn

Lausn 1:

Vid sjaum ad fyrir gildi z,y pannig ad x = —y (mod p) bad mun 2% = >
(mod p). Pvi svo lengi sem til er x € S pannig ad —x (mod p)S og
x # —x (mod p) mun S minnka i naesta skrefi og vid erum ekki bdin.
Sjaum ad 0 verdur til alltaf i menginu, svo vi® setjum pad til hlidar. Pa
héfum vid p—1 gildi, og fyrri helmingurinn varpast i hinn undir N(z) = —x
(mod p). // TODO

Lausn 2:

Lat g vera frumstaeda rét med tilliti til p. Getum pa ritad S = {0} U
{g°, g, ..., gP~1}. Eftir pvi sem vid hefjum i annad veldi aftur og aftur
verdur 0 alltaf 0, en hin gildin verda & forminu ¢2"%. Visirinn 2%i verdur
méatadur vid p — 1. L&t s vera odda hluti p — 1 og ritum p — 1 = 2"s.
Sjaum ad visarnir 2¥i verda 4 endanum margfeldi af 2", svo vid getum
skodad visana matada vid s i stadinn. En par er margféldun med tveimur
gagntaek, svo vid endum med s visa. Par med endum vid med s + 1 stok,
begar vid baetum 0 aftur vid. O
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Dami 7

Latum T' vera hring, og P vera einhvern punkt utan hringsins. Latum
snertlana tvo vi0 hringinn I gegnum punktinn P snerta I' i punktum A og
B. Synid ad midja innritads hrings i ABP liggi & hringnum T

Lausn

Taknum midju innritada hrings AABP med O og tdknum midju I' med
H. bar sem A og B eru snertipunktar faest ad /PAH og /PBH eru rétt
horn. Na eru prihyrningarnir APAH og APBH rétthyrndir og me0 tveer
sameiginlegar hlidar par sem AH og BH eru badi radius I'. Peir eru pvi
einslaga, svo ZAPH = Z/BPH. bvi er PH helmingunarlina hornsins vid
P, svo O erd PH. Pvi dugar ni ad syna ad lengd OH sé radius I

Latum TV vera umhring AAPH. Setning Palesar gefur bd ad PH sé
bvermal pess umhrings. Sama faest um umhring ABPH, svo beir eru eins.
Pvi eru A, B, P,H 4 sama hring. NG eru ZHOA og ZAOP frendhorn
svo ZHOA = 180° — ZAOP. Getum stungid inn ad hornasumm AOPA
sé 180° til ad fa naest ad

/HOA =180° — (180° — ZPAO — ZOPA) = ZPAO + ZOPA

Innmidjur liggja & helmingarlinum hornanna, svo ZPAO = ZOAB og
/OPA = /HPB. Loks sjdum vid a8 Z/HPB = /H AB pvi pau spanna
sama boga i IV, bar med er ZHOA = ZOAB+ /HAB = ZOAH. bvi
er AHOA jafnarma, svo |[HA| = |HO| sem lykur sénnun.




Urslitakeppnin 2025-2026 sida 11 af 11

Dzami 8

Osvifinn hakkari er ad fela sig i einum af 2V vefpjéonum, sem hver er
tilgreindur med N bitum. Til deemis ef N = 5 er einn vefpjénninn gefinn
med nafninu 01101.

Til ad géma hann tengjast K logreglumenn vid K vefpjéna. Svo skiptast
hakkarinn og logreglumenn & ad hreyfast. Peir geta annad hvort stadid |
stad eda feert sig & vefpjén sem hefur einn bita 60ruvisi. Til deemis ma fara
Gr 01101 7 11101. Hvad K ad vera ad lagmarki til ad einhver l6greglumadur
nai ad vera & sama vefpjén og hakkarinn eftir endanlega langan tima sama
hvar hakkarinn og I6greglumennirnir byrja? Gerum rad fyrir ad allir beiti
bestu mogulegu strategiu. Allir vita avallt hvar allir adrir eru.

Lausn

Synum ad svarid sé K = [2+L]. Fyrst sénnum vid ad K = [YF] dugi til
ad gdma hakkarann og beitum til pess prepun. Skodum fyrst grunntilfellin
N = 1,2. Tilfellid N = 1 er ljést pvi pa dugar K = 1, annad hvort er
[6greglumadurinn 4 réttum stad pegar hann 4 ad gera eda hann getur farid
4 hinn stadinn sem er pa réttur til ad géma hakkarann. Ef N = 2 eru 4
vefpjonar sem mynda ras, svo logreglumennirnir stadsetja sig einfaldlega a
fyrsta og pridja vefpjon i rasinni og geta gémad hakkarann i nasta skrefi.

Tokum pa fyrir prepunarskrefid med N > 3. Kéllum vefbjéninn sem er med
sdmu bitarunu og hakkarann nema vid setjum 0 i fyrstu tvo satin ofanvarp
hakkarans. Byrjum & ad fzera alla 16greglumenn { vefpjéna sem byrja 4 00.
Samkvamt prepunarforsendu geta pa K —1 I6greglumenn gémad ofanvarp
hakkarans, svo vid getum gert rad fyrir ad einn logreglumadur ¢ sé eins og
hakkarinn i 6llum hnitum nema fyrstu tveimur. Latum svo ¢ einfaldlega
elta hakkarann med pvi ad hreyfa sig alltaf i sdmu att svo hann ef hann
feerir sig ekki i fyrstu tveimur hnitunum. Pvi helst ¢ avallt 4 ofanvarpinu.
Ef hakkarinn er adleegur pegar £ 4 ad gera feerir hann sig a0 hakkaranum
og gémar hann. Pvi fest ad frd og med nina verdur hakkarinn avallt
ad halda sig i hnitum sem eru élik hnitum £ i badum fyrstu seetunum,
bad er ad segja sem byrja & 11. Faerum pa hina K — 1 légreglumennina
i vefpjona sem byrja & 11. NG samkvaemt prepunarforsendu geta pessir
K — 1 logreglumenn gémad hakkarann.
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P4 vantar nii bara ad syna ad K = [ ] —1 = [2-1] dugi ekki. Purfum
bara ad skoda N > 2 pvi annars er K < 0. Fjoldi hnita er 2V en fjoldi
reita sem logreglumenn eru 4 eda geta farid & i fyrsta leik er i mesta lagi
K(N +1), svo lég pvi K(N +1) < 2V, petta m4 reikna { héndunum fyrir
litil N og fyrir steerri N vex (N + 1)? um minna en tvofalt vid ad hakka
N um 1.

Gefum pvi n( strategiu fyrir hakkarann til ad vera aldrei gémadur, pvi til
er upprédun & hakkara og logregluménnum par sem hann er ekki gémadur
40ur en hann faer a0 gera. Ef enginn logreglumadur er i fjarleegd 1 fra
honum gerir hakkarinn ekki neitt, og verdur pa ekki gdmadur d0ur en hann
feer annan leik. Annars getum vi0 gert rad fyrir ad einn logreglumadur sé
allaegur hakkaranum. Latum L vera mengi allra |6greglumanna i fjarlaegd
1 eda 2 fra hakkaranum. Hver légreglumadur i L getur adeins verid fra-
brugdinn hakkaranum i tveimur bitum, og einn peirra { adeins einu. Pvi
geta peir saman verid Slikir |

2(K—1)+1—2<W;ﬂ—1>+1§2(N2_1—1>+1§N—1

bitum, svo til er sati ¢ pannig ad hakkarinn og allir 16greglumenn eru eins
i bita nimer i. P& getur hakkarinn faert sig i vefpjéninn sem er 6druvisi
i seti 7. Pa er hann i fjarleegd ad minnsta kosti 2 fra o6llum utan L pvi
peir voru i fjarleegd > 3 og hann feerdi sig um eitt skref. En allir i L voru
a0 minnsta kosti einu skrefi frd og eru nd ad minnsta kosti einu skrefi til
viobotar fjer. Pvi getur enginn 16greglumadur ndd hakkaranum adur en
hann fer annan leik. Par med nast hakkarinn aldrei.

ATH: Syna méa a0 pad sama gildir um 6ll net sem eru karteskt margfeldi
N trjéa, ekki bara Q. O



